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Médulo ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA ANALITICA

Bem-vindo ao médulo Algebra Linear e Geometria Analitica

“...Jamais considere seus estudos como uma obrigacao, mas como wma oportunidade invejdavel para aprender a
conhecer a influéncia libertadora da beleza do reino do espirito, para seu proprio prazer pessoal e para proveito
da comunidade a qual seu futuro trabalho pertencer.” Albert Einstein

Desde Galileu, fundador ha quatro séculos da Ciéncia Moderna, para compreender os segredos da Natureza
é necessario matematizar o mundo real. Conhecer os segredos da Natureza sempre foi, por um lado, um meio
de saciar a inquietagao e a curiosidade humanas e, por outro, quase sempre foi fonte de bem-estar. Duas boas
razoes, portanto, para conhecer e praticar a Ciéncia, o que s6 é hoje possivel fazer recorrendo a Matemadtica.
Quem faz Matematica comeca por pensar no mundo real que, por um processo de abstracao, pode mais tarde
substituir-se por um modelo matemaético, no qual é mais facil, agradavel e até divertido elaborar.

A maioria dos modelos matematicos usados envolvem um sistema de varias equagoes. Se estas equacoes sao
todas lineares, o estudo de tais sistemas pertence a uma area da Matematica chamada Algebm Linear. Por exem-
plo, a andlise “insumo—produto” é uma area proeminente da Economia que usa sistemas de equacoes lineares.
Modelos, tais como aqueles baseados no trabalho do Nobel de Economia Wassily Leontief The Structure of the
American Fconomy, 1919-1939, possuem sistemas com centenas de equagoes contendo centenas de incognitas.
Este modelo e outros similares foram desenvolvidos na antiga Uniao Soviética pelo Nobel de Economia Leonid
Kantorovich, com intencao de ajudar a planificar a producao de equipamento militar e outros fornecimentos
durante a Segunda Guerra Mundial (1939-1945). De modo a compreender tais sistemas de equagdes é conve-
niente operar com um numero de conceitos matematicos tais como matrizes, vectores e determinantes. Estes
conceitos sao introduzidos neste médulo. A utilidade da Algebra Linear alarga-se para além da sua capacidade
de resolver sistemas de equagoes lineares. Por exemplo, na Teoria de Equagoes Diferenciais e com Diferencas,
na Teoria de Optimizagao Linear e Nao Linear, na Estatistica e Econometria, os métodos da Algebra Linear
sao largamente usados.

As aulas s@o tedrico-praticas pelo que s@o compostas de: uma parte expositiva, onde sao apresentados
conceitos fundamentais das diferentes matérias do programa juntamente com a demonstracdo dos principais
resultados, pretendendo-se assim que os alunos adquiram uma visao global dos temas abordados e suas inter-
ligagbes; uma componente pratica, onde os alunos aplicarao os conhecimentos adquiridos melhorando, deste
modo, a sua compreensao das matérias leccionadas.

Objectivos do mdédulo

No final da disciplina o estudante deve ser capaz de:
e Operar com matrizes;
e Calcular determinantes;
e Efectuar operacoes elementares com linhas;
e Determinar o posto duma matriz;
e Resolver sistemas usando os métodos de Cramer, exclusao de Gauss e matriz inversa;
e Operar com vectores;
e Conhecer as diferentes formas da equagao do plano;

e Conhecer a equagao candnica da recta no espaco;
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Modelar e resolver pelo método Simplex um problema de programagao linear;
Modelar e resolver pelo método noroeste e custo minimo um problema de transporte;
Conhecer as equagoes candnicas da elipse, hipérbole e parabola;

Conhecer as equagoes candnicas do elipséide, hiperboléide, paraboldide, cone e cilindros.

Recomendacgoes para estudo

O processo de ensino e aprendizagem centrado no estudante requer que vocé desenvolva algumas habilidades
essenciais para conseguir um bom rendimento e sucesso. Essas habilidades sao a autodisciplina, o gosto pela pes-
quisa e a motivacdo. De modo a tornar o estudo deste médulo mais frutifero e aprofundar os seus conhecimentos
recomendamos:

Estabeleca um plano de estudo, determine os dias e horéarios para estudar e realizar as actividades;
Estabeleca um tempo minimo de estudo, de acordo com o seu ritmo e suas necessidades;

Procure interagir com os colegas, participando nas discussoes propostas, trocando informagoes, ideias,
reflexGes, descobertas e dividas;

4) Leia e/ou assista, com muita atencdo, os pardgrafos e os videos onde se explanam os conceitos tedricos;

5) Ao estudar os exemplos providos em cada unidade, pegue numa esferogréfica e papel e repita todos os
passos de resolucao;

6) Ao deparar-se com algum conceito, defini¢do, férmula ou teorema estudados anteriormente, mas que
esqueceu, tome nota e posteriormente procure revé-los;

7) A leitura de algumas paginas de livros recomendados deve ser feita de modo obrigatdrio e a resolucao dos
exercicios contidos nessas paginas devem ser resolvidos;

8) De tempos em tempos faga uma breve revisdo dos temas abordados anteriormente;

9) Contacte o regente ou assistente do médulo sempre que precisar.

Bibliografia

[1] K. Sydsaeter, P. Hammond (com a colaboragéo de M. Alves), Matemdtica Essencial para Andlise
FEconomica - Parte II, Mocambique Editora, Maputo, 2004.

[2] D. Lay, Linear Algebra and Its Applications, Addison Wesley, New York, 2003.
[3] A. Chiang, Matemdtica para Economistas, Editora da Universidade de Sao Paulo, 1982.

Ensinar é lembrar aos outros que eles sabem tanto quanto vocé...

(©Manuel Alves, Elena Alves, 1988-2020
Typeset by BTEX 2¢
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1 Unidade I. Matrizes e operacoes com matrizes

1.1 Introducao

Por matriz entendemos uma tabela rectangular com m linhas de igual comprimento. Nesta unidade iremos
abordar os seguintes conceitos: soma de matrizes e multiplicagcao de matriz por um numero.

1.2 Objectivos

No fim desta unidade didéctica o aluno sera capaz de:
1) Identificar as linhas e colunas duma matriz;
2) Determinar as dimensoes duma matriz;

3) Somar matrizes e multiplicar matriz por uma constante.

1.3 Tarefas

Para esta unidade o estudante devera desenvolver as seguintes actividades:
1) No capitulo 15, do livto Matemdtica Essencial para Andlise Econdmica-Parte II, ler as paginas 265-269.

2) No capitulo 2, do livro Linear Algebra and Its Applications, ler as paginas 105-108 e resolver os exercicios
1, 2, 3, 4 na pédgina 116.

3) Assistir a aula nos sitios:
hitp : [ Jwww.youtube.com/watch?v = X8LQaviap fw
hitp : / Jwww.youtube.com/watch?v = mvfhO fOgX 30

4) Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados.

5) Resolver os exercicios do pardgrafo 1.4 desta unidade.

1.4 Exercicios

1) Construa a matriz A = (a;j)3x3, onde a; =1 para i =1,2,3 e a;; =0 para i # j.

1—2u+u? 02 3 4 4 u
2) Determine u e v tais que v 2u bl =1lv -3v wu—v]|. Riu=3,v=-2
6 u —1 6 v+5 -1

3) Calcule A +B ¢ 3A se A — (g ;))eB:(l 1).

4) Calcule A+ B, A—B e 5A —3B se

01 —1 1 -1 5
A‘(23 7) eB_(o 19)‘
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5) Usando as matrizes

a=(t2) m=(1 3 =) =1 3)

calcule 3A + 2B — 2C + D.

1 2 -3 3 -1 2 4 1 2
6) Sejam A=(5 0 2|, B=[|4 2 5 e C=[(0 3 2
1 -1 1 2 0 3 1 -2 3

Determine as matrizes (a) A+ B, (b) A—B+C.
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2 Unidade II. Multiplicacao e transposicao de matrizes

2.1 Introdugao

As operacoes com matrizes introduzidas na Unidade I devem ser vistas de modo natural. A maneira como
definimos a multiplicacdo de matrizes nao é tao evidente. Uma motivacao importante para esta definigao é que
ela ajuda em algumas manipulagbes com sistemas de equagoes lineares.

2.2 Objectivos

No fim desta unidade didéctica o aluno sera capaz de:
1) Conhecer as condigoes de compatibilidade de dimensdes que permite multiplicar matrizes;
2) Multiplicar matrizes;

3) Transpor matrizes.

2.3 Tarefas

Para esta unidade o estudante devera desenvolver as seguintes actividades:
1) No capitulo 15, do livro Matemdtica Essencial para Andlise Econdmica-Parte II, ler as paginas 269-284.

2) No capitulo 2, do livro Linear Algebra and Its Applications, ler as paginas 109-116 e resolver os exercicios
5,6,7,8,9, 10, 15, 16 nas paginas 116 e 117.

3) Assistir as aulas nos sitios:
http : / Jwww.youtube.com/watch?v = uablqRK Strk
http : / Jwww.youtube.com/watch?v = UDmX FeZ1dxU
http : / Jwww.youtube.com/watch?v = ChZ0r81 Hx3k
http : / Jwww.youtube.com/watch?v = F2jCoaY Q4Q0

4) Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados.

5) Resolver os exercicios do pardgrafo 2.4 desta unidade.

2.4 Exercicios

1) Caso seja possivel calcule os produtos AB e BA para as seguintes matrizes:

(a)A—(g _?) B—<_1 ‘;) (b)A—(f g _Z), B=(4 3

)
|
N

[t
|
ot

o
>
|
|
[\
vs}
Il
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2) Usando as matrizes

a=(i ) m=(1 ) e o=

calcule (a) AB (b) C(AB).

1 2 -3 3 -1 2 4 1 2
3) Sejam A= (5 0 2|, B=[4 2 5] e c=[0 3 2
1 -1 1 2 0 3 1 -2 3

Determine as matrizes (a) AB, (b) BA, (c) A(BC) e (d) (AB)C.
4) Se A é uma matriz de ordem m X n e B é outra matriz tal que ambos produtos AB e BA estao
definidos, quais deverao ser as dimensées de B? Determine todas as matrizes B que “comutam” com

A= <; g) no sentido de que BA = AB.

O =

5) Dada a fungao f(x) = 2% — 2z, calcule f(A), onde A = (

1
6) Dada a fungao f(z) = 2% — 2z, calcule f(A), onde A= | 0
1

O = O

7) Verifique a lei distributiva A(B + C) = AB + AC se

12 2 -1 10 -1 11 2
A‘<3 4)’ B_(g -1 2 1)’ C‘(-z 2 0 —1>'

a d e x
8) Calcule o produto de matrizes (z,y, 2) {d b f y
e f ¢ z

9) Verifique, por meio da multiplicagdo, que (AB)C = A(BC) se

A — air  ai2 : B— b1 b1 7 C - €11 C12 _
a21 A22 ba1 b2 C21 €22
10) Se A e B sao matrizes quadradas de dimensao n, prove que

(a) (A+B)(A-B)#A?*-B? (b) (A-B)(A-B)#A?-2AB +B?

com excepgao de casos especiais. Determine uma condicao necessaria e suficiente para que a igualdade se
cumpra em cada caso.

1 0 0\ /5 3 1 100
11) Calcule: (a) [0 1 0| ([2 0 9 M (1, 2, =3)[0 1 0
00 1/\1 3 3 00 1

12) Diz-se que uma matriz quadrada A é idempotentese A2 = A. Mostre que a matriz seguinte ¢ idempotente:
2 -2 —4
-1 3 4
1 -2 -3
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13)
14)
15)

16)

17)

18)

19)

20)
21)

22)

Mostre que se AB =A e BA =B, entao A e B sdo ambas idempotentes.

Mostre que se A é idempotente, entao A™ = A para todos inteiros positivos n.

Prove que se A = (i Z) , entdo A2 = (a+d)A — (ad — be)l,.

0
3 5 8 3 1
Transponha A = (_1 2 6 2) , B= RE C= (1,5,0, —1).
2
4 3 2 0 2 / / / / !/ !/ !/
Seja A = 1 s , B= 9 9 e o« =—2. Calcule A’, B, (A+B), (cdA), AB, (AB), B'A’ ¢
A'B’.
3 2 3 0 4 8
Mostre que A =12 -1 1] eB=(4 0 13] sao simétricas.
3 1 0 8 13 0
a a®>—1 -3
Para que valores de a a matriz | a+1 2 a?+4 | ésimétrica? R: a =2
-3 4a -1

O produto de duas matrizes simétricas é necessariamente uma matriz simétrica?

Se A1, Ay e A3 sdo matrizes para as quais os produtos dados estao definidos, mostre que
(A1A2A3) = A'3A' A
Generalize para o caso do produto de n matrizes.

Uma matriz P de dimensdo n x n diz-se ortogonal se P'P = I,. Para A = +1/4/2, mostre que
A0 A

P=1|AX 0 —X| é ortogonal. Mostre que a matriz (p —q) de dimensao 2 x 2 é ortogonal se e
0 1 0 ¢ P

somente se p? + ¢°> = 1. Mostre que o produto de duas matrizes ortogonais de dimensdo n x n é uma

matriz ortogonal.
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3 Unidade III. Determinantes e matriz inversa

3.1 Introducao

Vamos abordar os determinantes, que jogam um papel importante em diversas areas da Matematica. Iremos,
também, introduzir o conceito muito importante sobre inversa duma matriz quadrada e suas propriedades. As
matrizes inversas jogam um grande papel na resolucao de sistemas de equagoes lineares e na Econometria, para
obter uma relacao linear que se ajusta a um conjunto de dados da melhor forma possivel.

3.2 Objectivos

No fim desta unidade didéctica o aluno sera capaz de:
1) Calcular determinantes;
2) Aplicar as regras bésicas no cdlculo de determinantes;

3) Determinar matrizes inversas.

3.3 Tarefas
Para esta unidade o estudante deverd desenvolver as seguintes actividades:
1) No capitulo 16, do livro Matemdtica Essencial para Andlise Econdmica-Parte II, ler as paginas 307-338.

2) No capitulo 3, do livro Linear Algebra and Its Applications, ler as paginas 185-198 e resolver os exercicios
1, 9, 13, 31, 39, 43 nas paginas 191-192 e os exercicios 1, 5, 7, 21, 30, 37, 40, 42 nas paginas 199-200.
3) Assistir as aulas nos sitios:
http = / Jwww.youtube.com/watch?v = dCFk3D1lvdaY
hitp : / Jwww.youtube.com/watch?v = n7qI2V2JQpA
http : / Jwww.youtube.com/watch?v = wocl PHhuzZU
hitp : [ Jwww.youtube.com/watch?v = 5GQ3wL6rR — 8
http = / Jwww.youtube.com/watch?v = EHHC6rDcfWo

4) Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados.

5) Resolver os exercicios do pardgrafo 3.4 desta unidade.

3.4 Exercicios
3t 2t
3t—1 2t— 1

0
2 6

a a

b b . R: 18, 0,

) )

a+b a—>
a—b a+b|’

1) Calcule os determinantes seguintes: ‘

4ab, 6171

2) Seja A = @ drz e B= b bz . Mostre que |[AB|=|A|-|B].
a1 a2 ba1 b2

3) Determine duas matrizes A ¢ B de dimenséo 2 x 2 tais que |A + B| # |A| + |B].
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1 -1 0 1 -1 0 a b c a 0 b
4) Calcule os seguintes determinantes: {1 3 2|, |1 3 2/, |0 d e, [0 e 0. R: —=2,-2,
1 0 o |1 21 Joo fl |eod
adf , e(ad — be)
1 -1 0 1 2 3
5) Sejam A= (1 3 2| eB=(2 3 4]. Calcule AB, |A|, |B|, |A|-|B| e |[AB].
1 2 1 01 -1
1+a 1 1
6) Mostre que 1 145 1 | =abc+ ab+ ac+ be.
1 1 1+c¢
1 t 0
7) Dada a matriz A; = | =2 -2 —1], calcule |A{| e mostre que nunca é igual a 0. Mostre que para um
0 1 t
certo valor de ¢ tem-se A} =1I5.
1 0 00 1 0 0 1 1 0 0 2
- . 0 2 00 01 00 01 0 -3
8) Use a definicao de determinante e calcule: 0030l loo 1ol loo1 4 R: 24,
0 0 0 4 a b c d 2 3 4 11

d—a, 0

9) Suponha que duas matrizes A e B de ordem n X n sdo ambas triangular superior. Mostre que |AB| =
|A||B].

10) Sejam A = (:1)) i>, B = (g é) Calcule AB, BA, A'B’ ¢ B’A’. Mostre que |A| = |A'| e

|AB| = |A| - |B|. E correcta a igualdade |A’B’| = |A’|-|B/|?

2 1 3
11) Seja A= |1 0 1]. Escreva A’ e depois mostre que |[A] = |A’|.
1 2 5

3 0 1 2 3 4 a1 —x as az a4
. . 0 -1 2 4 0 —x 0 0
12) Calcule os determinantes seguintes: ; 8 -1, 0 0 3 1| 0 1 —z 0
-3 -6 -9 -—12 0 0 1 -z
R: 0, 0, 2* — a;2°
13) Sejam A e B duas matrizes de ordem 3 x 3 cujos determinantes sdo |A| = 3 e |B| = —4. Onde for

possivel determine os valores de |ABJ, 3|A|, | — 2B|, |[4A[, |A|+ |B| e |A + B].

a 1 4
14) Se A= (2 1 a? |, calcule A% e |A].
1 0 -3

15) Prove que cada um dos seguintes determinantes é igual a zero:

1 2 3 1 a b+c r—y r—y x?—y>
2 4 5], 1 b c+al, 1 1 x4y
3 6 8 1 ¢ a+bd y 1 T
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16)

17)

18)
19)

20)

21)

22)

23)

24)

ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA ANALITICA-Unidade III. Determinantes e matriz inversa

1 00
. 111 , )
Seja X = 12 0ol Calcule X'X e |X'X].
1 01
a 2 2
Se A, =2 a*>+1 1], calcule |A,| e |AY].
2 1 1

Mostre que o determinante duma matriz ortogonal P ¢é igual a 1 ou —1.
Uma matriz quadrada A de ordem n chama-se involutiva se A2 =1,,.

(a) Mostre que o determinante duma matriz involutiva é igual a 1 ou —1.

— _ 2
(b) Mostre que < (1) _(1)) e <? 1_;) s@o involutivas (para todos a).

(¢) Mostre que A ¢ involutiva <— (I, — A)(I,+A) =0.

Prove que a matriz inversa de <3 0) é <1/ 3 0) .

2 1 2/3 —1

11 -3 -1 1 0
Prove que a matriz inversade [2 1 —-3| é 8/7 —1 3/7

2 2 1 —2/7 0 17

Determine os valores de a e b de modo que A seja a matriz inversa de B se

2 -1 -1 1 2 4
A=|a 1/4 b e B=[0 1 6
1/8 1/8 —1/8 13 2

R:a=-3/4,b=3/4

010
Dada a matriz A= [0 1 1], calcule |A|, A% e A®. Mostre que A> —2A2 + A -1=0,o0onde I ¢éa
1 0 1

matriz unidade de ordem 3 e 0 é a matriz nula. Mostre que A possui inversa e A~! = (A —I)2.

2 1 4

Seja A = (0 1 3

). Calcule AA’, [AA'| e (AA)L.
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4 Unidade IV. Sistemas de equacoes lineares

4.1 Introducgao

13

A maioria dos modelos matematicos usados envolvem um sistema de vdrias equacoes. Abordaremos varios
métodos de resolucao de sistemas de equagoes lineares.

4.2 Objectivos

No fim desta unidade diddctica o aluno serd capaz de:

1) Investigar a consisténcia dum sistema de equagoes lineares;

2) Resolver sistemas aplicando os métodos de Cramer, matriz inversa e exclusao de Gauss;

3) Modelar problemas conducentes a sistemas de equagoes lineares.

4.3 Tarefas

Para esta unidade o estudante devera desenvolver as seguintes actividades:

1) Nos capitulos 15 e 16, do livro Matemdtica Essencial para Andlise Econdmica-Parte II, ler as péaginas
261-264, 273, 284-289, 332-333, 338-345.

2) Nos capitulos 1, 2 e 3, do livro Linear Algebra and Its Applications, ler as pdginas 1-10, 14-25, 40-45,
50-54, 57-62, 92-99, 152-156, 201-206 e resolver os exercicios 1, 9, 13, 31, 39, 43 nas paginas 191-192 e
os exercicios 1, 2, 3, 4 na pagina 10, exercicios 1 e 2 na pagina 24, exercicios 1, 2 na pagina 47, exercicios
1 e 2 na péagina 54, exercicios 1 e 2 na péagina 62, exercicios 1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12 nas paginas 99-101,
exercicios 1, 2, 3, 4, 5, 9, 10, 11 e 15 nas paginas 156—157, exercicios 1, 2, 3, 4, 5, 6, 11 e 12 nas paginas
209-210.

3) Assistir as aulas nos sitios:

http :
http :
http :
http :
http :
http :
http :
http :

/ Jwww.youtube.com /watch?v = Etc33cIF78¢
/Jwww.youtube.be/watch?v = TqlJIG5X 4x0

/ Jwww.youtube.com/watch?v = NzI2Vippzt0

/ Jwww.youtube.com/watch?v = KCqlOK MpSKU

/ Jwww.youtube.co/watch?v = PSomLS f gNbU Cached

/ Jwww.youtube.com/watch? = xMnifaOPLKE
//www.youtube.com/watch?v = IlkexTz5GT M
//www.nme.com/nme — video/youtube/id/S2,TWiRLrg

4) Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados.

5) Resolver os exercicios do pardgrafo 4.4 desta unidade.
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4.4
1)

ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA ANALITICA-Unidade IV. Sistemas de equacoes lineares

Exercicios

Sejam x1, Y1, T2 e yo valores constantes e consideremos a seguinte equacao com incognitas a, b, c e d:

ax? +bryyr +cyi +d =0
ax% + bzoys —l—cy% +d =0

Sera este sistema linear em ordem a a, b, ¢ e d?

T. Haavelmo inventou um modelo da economia dos EUA para os anos 1929-1941 baseado nas seguintes
equacoes:

c = 0.712y +95.05

= 0.158(c+ z) — 34.30
Yy = c+x—358
z = 93.53

Aqui z denota o investimento total, y é a renda disponivel, s é a poupanca total das firmas e ¢ é o
consumo total. Escreva o sistema de equagoes na forma candnica quando as varidveis aparecem na ordem
T, Y, S C.

Escreva o sistema

T1+2x9 +x3 =4
TG — X9+x3 =5
23’]1+3£L‘2*I‘3 =1

na forma matricial.

Numa empresa trabalham 40 empregados (homens e mulheres). Cada homem ganha 50 contos por dia
e cada mulher 30 contos. Os empregados recebem conjuntamente 1600 contos. Usando o método de
substitui¢do, diga quantos homens e mulheres trabalham na empresa. R: (20,20)

Use a regra de Cramer e resolva o seguinte sistema de equagoes

3r— y =8
r—2y =5

em ordem a (e.0.a) x e y. Verifique a resposta obtida por meio de substituigao.
Use a regra de Cramer e resolva o seguinte sistema de equagoes

z+3y =1
3z —2y =14

em ordem a (e.0.a) = e y.
Use a regra de Cramer e resolva o seguinte sistema de equagoes

ar—by =1
br+ay =2

em ordem a (e.0.a) z e y.
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8) Use o método de exclusdo de Gauss e determine Y e C' se
Y=C+IQ+GQ, C':a—i—bY,

onde Y é o produto nacional e C' é o consumo privado. Os sfmbolos Iy (investimento privado), Gg
(consumo publico e investimento), a e b representam constantes, com b < 1.

9) Use o método de exclusao de Gauss e resolva o sistema de equagoes

T —To+T3 = 2
1‘1+1‘275€3 = 0
—X1 — X2 — I3 :*6

R: $1:1, 1’2:2, 1'3:3
10) Use o método de exclusdo de Gauss e resolva o sistema de equagoes

r1 — X2 =0
1 + 31’2 + 21’3 =0
x1 +2x9+ 3 =0
R: $1:l‘2:$3:0
11) Use o método de exclusao de Gauss e resolva o sistema de equagoes
r+3y—2z =1
3x—2y+5z =14
20 —by+3z =1
Riz=1,y=2,2=3
12) Considere o macro modelo descrito por trés equagoes

Y =C + Ay, C=a+bY -1T), T=d+tY,

onde Y é a renda, C é o consumo, T é o imposto da receita, Ag é a despesa auténoma (exdgena)
constante e a, b, d e t sao todos parametros positivos. Determine os valores de equilibrio das variaveis
endbégenas Y, C e T':

(a) por meio de eliminagoes sucessivas ou substituicao;
(b) escrevendo as equagbes na forma matricial e aplicando as regras de Cramer.
13) Uma firma produz dois tipos de produtos A e B. Para a produgao de 1 unidade de A usam-se 3 unidades
de K (capital) e 2 unidades de L (forga de trabalho) e para a produgdo de 1 unidade de B usam-se 2
unidades de K e 3 unidades de L. Sabendo que se encontram armazenadas 6000 unidades de K e 6000

unidades de L, determine as quantidades de A e B que se devem produzir, usando o método da matriz
inversa. R: (320,320)

14) Utilizando o método da matriz inversa resolva o sistema

20 —3y =3
3r—4y =5
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1/-1 —V/3
15) Seja A = -
) Seja <\/§ —1

5 ) . Mostre que A3 =1I. Use este resultado e determine A~!.
16) Os pregos de equilibrio para trés mercados sao dados pelo sistema

1P, - P, — P; = 31
-P + 6P, — 2P; = 26
-P — 2P, + TP; = 24

Determine o prego de equilibrio para cada mercado. R: (4,7,6)

17) Usando o método da matriz inversa, determine a solucéo de equilibrio para o seguinte modelo de mercado:

Qi, = 8 — 12P + 28
Qs, = 4 + 8P + 12P»
Qu, = 24 + 12P - 12P
QRs, = 18 + 6P + 12Ps,
onde (4, ¢ a quantidade procurada da ¢-ésima mercadoria, (s, ¢ a quantidade ofertada da i-ésima
13
mercadoria, P; é o prego da ¢-ésima mercadoria, ¢ = 1,2. R: ok 8)

18) Usando as férmulas de Cramer, determine a solucao de equilibrio para o seguinte modelo de mercado:

Qd, =3—-5P +8P,+2P;
Qs, =2+42P +3P + Py
Qu, =4+ 6P, — 3P, + 2P,
Q52 :3+3P1+2P2+P3
Qu, =7+10P, + 7P, — 12P,
Qs; =3+3P +2P +4P,

onde (4, é a quantidade procurada da ¢-ésima mercadoria, (s, ¢ a quantidade ofertada da i-ésima
mercadoria, P; é o prego da i-ésima mercadoria, ¢ =1,2,3. R: (1,1,1)

19) Use o método de exclusao de Gauss, determine a solucao de equilibrio para o seguinte modelo de mercado:

Qu, 2 — 3P, + TP, + P
Q, = 1 + 2P + 3P, + P
Qu, = 4 + 2P — 2P, + A4P;
Qs, = 3 + P + 2P, + 2P;
Qi, = 5 + 2P + 3P, — Ps
Qs, = 6 + P+ P, + Ps

onde @4, ¢ a quantidade procurada da ¢-ésima mercadoria, (s, é a quantidade ofertada da i-ésima
mercadoria, P; é o prego da i-ésima mercadoria, ¢ =1,2,3. R: (1,1,1)

20) Use o método de exclusdo de Gauss e resolva o sistema:

r+2y— z =-5
2r— y+ 2z =-6
rT— y—3z =-3

Riz=1,y=-2, 2=2
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21)

22)

23)

24)

25)

26)

Use o método de exclusao de Gauss e resolva o sistema:

T+y =3
T +z =2
y+z+u =

Y +u =1

Rixz=-3,y=6,2=5,u=-5

Use o método de exclusao de Gauss e prove que o sistema de equagoes

3:171 + X2 = bl
r1— To+2r3 = by
21 +3x2 — 3 = b3

possui uma unica solugao para quaisquer valores de by, by e bs.
Prove que o sistema homogéneo de equagoes

ar+by+cz =0
br+cy+az =0
cx+ay+bz =0

possui uma solucdo nio trivial se e somente se a® + b> + ¢ — 3abc = 0.

Considere um modelo insumo—produto de Leontief com 3 sectores, nomeadamente sector A da agricultura,
sector B da industria e sector C de servicos. Sabe-se que:

(a) para produzir 1 unidade no sector A precisa-se 50 unidades de A, 70 unidades de B e 280 unidades
de C;

(b) para produzir 1 unidade no sector B precisa-se 200 unidades de A, 350 unidades de B e 150
unidades de C';

(¢) para produzir 1 unidade no sector C' precisa-se 15 unidades de A, 230 unidades de B e 600 unidades
de C.

Suponha que a procura final nos sectores A, B e C sao 235, 350 e 445 unidades, respectivamente.
Modele o sistema de Leontief para esta economia.

Uma dada economia possui trés industrias: pescas, florestas e construgao de barcos. Para produzir
1 tonelada de peixe requer-se « servigo de barcos, para produzir 1 tonelada de madeira requer-se f
toneladas de peixe e para produzir 1 barco requer-se v toneladas de madeira. Suponhamos que dy, ds e
d3 é a demanda final por peixe, madeira e barcos. Modele o problema de insumo-produto de Leontief.

Sabe-se que o modelo insumo-produto de Leontief é dado pela equagao matricial @ = AQ +d. , onde C_j éo
nivel de produgao que deve satisfazer a demanda dada d, sendo A a matriz técnica dos insumos. Usando

@1
Q2
- 10

matriz dos coeficientes técnicos A = ( :; _§ ) e o vector procura d = < 5 ) R: (1,1)

o método da matriz inversa determine a procura total @ = ( ) para as industrias 1, 2, sendo a
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27)

28)

29)

30)

31)

32)

ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA ANALITICA-Unidade IV. Sistemas de equacoes lineares

Determine a procura total X para as industrias 1, 2, 3, sendo a matriz dos coeficientes técnicos

0.3 0.4 0.1
A= 0.5 0.2 0.6
0.1 03 0.1
40
e o vector procura | 20 ]|. R: (321.85,403.97,237.09)
60

Fornega uma prova matematica para o facto de que se ¢ é uma solugao particular de um sistema linear
nao homogéneo e (y ¢ a solugao do respectivo sistema linear homogéneo associado, entao (+(y € a solugao
geral do sistema nao homogéneo.

Dado o sistema

r — y + z =0
tr — 2y + 2z = 0
20 — y + tz = 0,

determine o(s) valor(es) de t de modo que existam solugoes diferentesde x =y =2=0. R: t =1Vt =2

Considere uma economia dividida num sector agricola (A) e num sector industrial (I). Para produzir 1
unidade no sector A precisa-se 1/6 unidades de A e 1/4 unidades de I. Para produzir 1 unidade no
sector I precisa-se 1/4 unidades de A e 1/4 unidades de I. Suponha que a procura final em cada um
dos sectores sao 60 unidades. Escreva o sistema de Leontief para esta economia. Determine o niimero de
unidades produzidas em cada sector de modo a satisfazer a demanda final. R: z = 320/3, y = 1040/9

Considere um modelo insumo-produto com 3 sectores. O sector 1 é de industria pesada, o sector 2 é de
industria ligeira e o sector 3 é de agricultura. Suponha que a matriz dos coeficientes técnicos estd dada
na tabela:

Industria pesada | Inddstria ligeira | Agricultura

Unidades de bens a;; = 0.1 a2 = 0.2 a3 = 0.1

da industria pesada

Unidades de bens as1 = 0.3 agy = 0.2 a3z = 0.2

da industria ligeira

Unidades de bens azy = 0.2 age = 0.2 azz3 = 0.1
agricolas

Suponha que a demanda final para os trés bens ¢ igual a 85, 95 e 20 unidades, respectivamente. Se z1,
x9 € x3 denotam o ntimero de unidades que devem ser produzidas nos trés sectores, escreva o sistema de
Leontief para o problema. Verifique que x7 = 150, o = 200 e z3 = 100 é solugao.

Dada a matriz

5 8 6 7
3 5 4 5
7T 9 41
-2 -1 2 6

determine o seu posto (rank). R: 2



M. Alves, E. Alves 2020 19

33) Dado o sistema
5r+8y+6z2 =7
3r+5y+4z =5
Tr+9y+4z =1
20+ 3y + 22z =2,

verifique se ele é consistente e determine as solugoes caso sua resposta seja afirmativa. R: (=54 2t,4 —

2t, t)
34) Dado o sistema
r + 3y + bz 4+ Tu + IYw = 1
r — 2y + 3z — 4du + dHw = 2
2z + 11y + 12z + 26u + 22w = 4
5y + 2z 4+ 1llu + 4w = -1,

verifique se ele é consistente e determine as solugoes caso sua resposta seja afirmativa. R: Inconsistente

35) Dada a matriz

N

Il
> =
— N =
N = =

(a) Calcule o seu determinante |A|. R: —2

(b) Verifique que

1 -3 1 1

Al = 2 2 0

7 =3 -1

(¢) Use o resultado da alinea b) e resolva o sistema
zr + y + z = 2
) 11
r + 2y + z =1 R: (—27—1,—2>

dc + y + 2z = 0

36) Usando o método de eliminagao de Gauss resolva o sistema

T+ x99 =3
3r1+5x2 =5

R: 1171:5, 332:72
37) Usando o método de eliminagao de Gauss resolva o sistema

2561733524‘563 =0
1+ X2 — X3 =0

R: 21 = (2/5)t, x2 = (3/5)t, x3 =1, onde t é um real arbitrdrio
38) Usando o método de eliminagao de Gauss resolva o sistema

1'1+21'2+1'3 :4
1 — IL‘2+£L'3 =5
201+ 329 —x3 =1

R: z; =20/9, 2o = —1/3, 3 =22/9
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39) Discuta as possiveis solugdes do sistema

r+ y— z =1
r— y+2z =2
r+2y+az =b

para diferentes valores de a e b, usando a eliminacao de Gauss.

40) Determine os valores de ¢ para os quais o sistema

2w+ x+4y+3z =1
w4+3rz+2y— 2z =3¢
w4+ z+2y+ 2z =c?

possui solucao e determine a solucao para estes valores de c.

R: Para c=1 e para ¢ = —2/5 a solugdo

é:x=22—-14+t,y=s,2=t, w=1—c>—25—2t, onde s e t sio reais arbitrdrios
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5 Unidade V. Vectores e operacoes com vectores

5.1 Introducao

Uma vez que os vectores sao tipos especiais de matrizes, as operagoes algébricas introduzidas para matrizes sao
igualmente vélidas para vectores. Os vectores, ao contrario das matrizes, sao faceis de interpretar geometrica-
mente. Realmente, a palavra “vector” é originaria do Latim e foi usada no sentido de “portador” e “passageiro”.
Em particular, a palavra esté relacionada ao acto de mover uma pessoa ou objecto dum lugar para outro.

5.2 Objectivos

No fim desta unidade didéctica o aluno sera capaz de:
1) Definir vector e operar com vectores;
2) Determinar os produtos escalar, vectorial e misto de vectores;

3) Decompor um vector numa base.

5.3 Tarefas

Para esta unidade o estudante deverd desenvolver as seguintes actividades:
1) No capitulo 15 do livro Matemdtica Fssencial para Andlise Econdmica-Parte I, ler as paginas 290-298.

2) No capitulo 4 do livro Linear Algebra and Its Applications, ler as paginas 215-222, 237-239, 246248 e
resolver os exercicios 1, 2, 3, 5, 8, 12 na pédgina 223, exercicios 1, 2, 3, 4 na péagina 243, exercicios 1, 2 e 3
na pagina 253.

3) Assistir as aulas nos sitios:
http : / Jwww.youtube.com/watch?v = HdJNt2C11T4
hitp : [ Jwww.youtube.com/watch?v = tN2U Jal6Ce4
http = / Jwww.youtube.com/watch?v = 15KutTcNuvM
http : / Jwww.youtube.com/watch?v = tNKTKg976W g
http = / Jwww.youtube.com/watch?v = CM AS1Ciiyc8
http : / Jwww.youtube.com/watch?v = rbVpH2sWn2s
http : / Jwww.youtube.com/watch?v = Ry KhSK55s
http = / Jwww.youtube.com/watch?v =5 44nR51PX4
http : / Jwww.andremachado.org/2011/05/produto — misto

4) Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados.

5) Resolver os exercicios do pardgrafo 5.4 desta unidade.



22

5.4

oo

13)

14)

15)

16)
17)

18)

ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA ANALITICA-Unidade V. Vectores e operagoes com vectores

Exercicios

Dados os vectores @ e b, esboce o vector 0.5a — 3b.

R U RPN o o [ 2 » (3 (5 -1 13 —4
Calcule a+b, @a—b, 2d+3b e —5d + 2b se @ = (_1> eb= <4) R: (3>, (_5>, (10)’ (13>

Sejam @ = {1,2,2}, b= {0,0,-3} e &= {-2,4,—3}. Ache:
i+b+¢&,  a@—-2b+42, 3i+20-32, —a—-b—2¢C
Se 3{z,y,z} +5{—1,2,3} = {4,1,3}, determine =z, y e z. R: z=3,y=-3, z=—4

Se #+ 0 =0, quais as componentes de Z? E se 07 = 07

R - 1
Sejam @ = {5,—1} e b = {—2,4}. Efectue as operagdes @ + b e —56, ilustrando com vectores cujos

inicios se encontram na origem.

Expresse o vector @ = {4, —11} como uma combinagao linear de b = {2, -1} e = {1,4}. R: @ = 3b—2¢
Resolva a equagao vectorial 47 — 7d = 224 + 8b — d para T em termos de @ e b.

Dados os vectores @ e 5, verifique se os vectores p; = d — 2v30b e o = —\/3d + 6b sdo colineares.

Dados trés vectores @ = {3, —1}, b = {1, -2} e &= {—1,7}, defina a decomposicio do vector j= a+b+¢
segundo a base @, b.

Determine as coordenadas do vector b , se sabemos que ele tem sentido oposto do vector @ = 51— 43—1— 2v2 k
eoseumédulo é 5. R:b={-25/7,20/7,—10+/2/7}

O vector @ forma com os eixos coordenados OX e OY os angulos a = 60° e § = 120, respectivamente.
Determine as suas coordenadas, se o seu médulo é 2. R: @ = {1,—-1,v2} ou d={1,—1,—/2}

Se @ = (?) e b= (Z), caleule (@,@), (@b) e (@,@+b). Verifique que (a@,a@) + (@,b) = (@,d@+b).
R: 5,2, 7

Calcule o produto escalar dos vectores 3a — 2b e @+2b , se os vectores a@ e b formam o dngulo o = 27/3
eld=3,|o=4. R: —61

Uma companhia de construcao civil possui uma encomenda para a fabricagao de vérias casas de trés
tipos diferentes: 5 do tipo A, 7 do tipo B e 12 do tipo C. Escreva um vector 3-dimensional & cujas
coordenadas dao o nimero de casas de cada tipo. Suponha que em madeira cada casa do tipo A necessita
de 20 unidades, cada casa do tipo B necessita 18 unidades e cada cada do tipo C' necessita 25 unidades.
Escreva o vector 4 que da as diferentes quantidades de madeira necessarias para uma casa de cada tipo
A, B e C. Usando o produto interno (também se diz produto escalar) (@, Z), calcule a quantidade total
de madeira. R: 526

-,

Demonstre que o vector j = (@,&)b — (@,b)Z é ortogonal ao vector .

Calcule o valor do angulo entre os vectores p'= 3a + 2 e qg=a-+ 5b ,onde d e b sio vectores unitarios
mutuamente perpendiculares. R: 7/4

Dados os vectores @ = {4,—2,—4} e b= {6,—3,2}, determine o produto escalar dos vectores 2a — 3b e
a+2b. R: —200
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19)

20)

21)

22)

23)

24)
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35)

36)
37)
38)

Dados os vértices do tridngulo A(—1,—2;4), B(—4;—-2;0) e C(3;—2;1), determine o seu angulo interno
no vértice B. R: w/4

Para que valores de = o produto escalar de (z,x —1,3) e (z,z,3x) éigual a 0?7 R: 2z =0 ou z=—4

O vector Z é perpendicular aos vectores @ = 37 + 2f+ 2k e b= 18i — 227 — 5k e forma com o eixo OY
um angulo agudo. Determine as suas coordenadas, sabendo que |Z| = 14. R: &= {—4,—6,12}

—

Determine o produto escalar dos vectores @ e b que sdo colineares e com sentidos opostos, se |d| = 3,
b|=1. R: -3

Determine o médulo do vector @ = —mi + 271, onde 11 e 7 sdo vectores unitarios e o angulo formado entre
estes vectores é 7/4. R: /5 — 2V/2

Uma firma produz z1, 29, ..., 2, quantidades de n diferentes mercadorias usando como matéria prima as
quantidades 1, xs, ..., 2z, das mesmas n mercadorias. Para cada i—ésima mercadoria (i = 1,...,n),
definimos y; = z; — x; como a produgao liquida da i—ésima mercadoria e p; é o prego da i—ésima
mercadoria. Seja p'= (p1,...,Pn), & = (z1,...,z,) (0 vector de matéria prima), ¥ = (y1,...,yn) (0
vector de producgao liquida) e Z = (z1,...,2,) (0 vector de produgao). Calcule a receita da firma

e os seus custos. Mostre que o lucro da firma é dado pelo produto escalar (7, 7).

Que angulo formam os vectores unitarios § e t, se sabemos que os vectores p = §+ 2t e ¢ = 55 — 4t sao
mutuamente perpendiculares? R: 7/3

—

Calcule a area S do paralelogramo construido nos vectores AB =1+ 27 e AD =1 — 3, se |m| =5,
|7] =3, a =7/6, onde « é o angulo formado entre os vectores m e . R: 75/2

Determine as coordenadas do vector (2@ +b) x b, se @ = {3,—1,-2}, b= {1,2,—1}. R: {10,214}
Calcule a drea S do paralelogramo contruido nos vectores @ = {8,4,1} e b= {2,—-2,1}. R: 182
Determine a drea S do tridngulo constriido nos vectores @ = i— 2;'—1— 5k e b= 5;— 7k. R: V195/2
Dados os vectores @ =17 — J, b=i+keéc= j— k, ache o vector @ x (gx d.* R: S
Demonstre a identidade (@ x b, x d)

Verifique se os vectores p= {2,—1,2}, §={1,2,—3} e §={3,—4,7} sdo complanares.
Sejam @ = {1,2,2},b={0,0,—3} e &= {—2,4,—3}. Calcule |a|, |b] ¢ |d. R: 3,3 e 29

Sejam @ = {1,2,1} e b= {—3,0, —2}. Determine os nimeros reais z1 e x5 tais que z1d@+ x2b = {5, 4,4} .
Prove que néo existem niimeros reais 1 e x5 que satisfazem x1d+x2b = {-3,6,1}. R:x; =2, 29 = —1

Verifique quais destes pares de vectores sdao ortogonais: {1,2} e {—2,1}; {1,-1,1} e {-1,1,—1};
{a,=b,1} e {b,a,0}.

Para que valores de z os vectores {z,—z — 8, z,z} {x,1,—2,1} sdo ortogonais? R: 4 ou —2
Mostre que o conjunto H de todos os pontos de R? da forma (3s,2 + 5s) ndo é um espago vectorial.
Seja V' o conjunto de pontos do primeiro quadrante do plano xy.

(a) Se u e v pertencem a V', a soma u+ v pertence a V7

(b) Determine um vector especifico v de V' e um escalar ¢ tal que cu nao pertence a V.
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39)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA ANALITICA-Unidade V. Vectores e operagoes com vectores

Seja H o conjunto de pontos do plano que satisfazem a desigualdade 2% 4+ y? < 1. Mostre que H ndo é
um subespaco de R2.

5
Seja a matriz A = ( _é _3 _f ) e seja u = 3 | . Determine se u pertence ao espaco nulo de
-2
A.
1 3 =5 -3
Determine se w = 3 pertence ao espago nulo de A = 6 —2 0
—4 -8 4 1
. 1 3 5 0
Determine o espaco nulo de A = ( 0 1 4 -9 ) .
a
Verifique se o conjunto W = b | :a+b+c=2} éum espago linear.
—a+2b
Verifique se o conjunto W = a—2b | :a,beR p éum espago linear.
3a — 6b

Seja T : Py — R?, onde T(p ( ) . Mostre que T é uma transformacao linear.
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6 Unidade VI. Plano e recta no espaco

6.1 Introducgao

A superficie mais elementar é o plano. O plano no espago Oxyz pode ser dado de diferentes formas. Para cada
uma delas corresponde um determinado tipo de equacao. Da interseccao de dois planos resulta uma recta.

6.2 Objectivos

No fim desta unidade didéctica o aluno sera capaz de:
1) Definir a equagao geral do plano;

2) Determinar o angulo formado por dois planos e determinar as condigdes de paralelismo e perpendiculari-
dade;

3) Definir a equagao geral da recta no espago;

4) Determinar o angulo entre uma recta e um plano.

6.3 Tarefas

Para esta unidade o estudante devera desenvolver as seguintes actividades:
1) No capitulo 15 do livro Matemdtica Essencial para Andlise Econdmica-Parte II, ler as pdginas 301-304.

2) Assistir as aulas nos sitios:
http = / Jwww.youtube.com/watch?v = D1Y C4bmgatE
http : [ Jwww.youtube.be /watch?v = xI — OybM9I3fE
hitp : [ Jwww.youtu.be /watch?v = 24bgdmL1n — 4
http : / Jwww.youtube.co/watch? =4 ENz2i8nPE
http : / Jwww.youtube.co/watch?v = L5 — iGg0OUnRO

3) Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados.

4) Resolver os exercicios do pardgrafo 6.4 desta unidade.

6.4 Exercicios

1) Determine todas as normais ao plano 3z —y +5 = 0.

\)

Escreva, na forma coordenada, a equagao do plano (7, i— 254— 312) +1=0.

=~ W

Deduza a equagao do plano que passa pelo ponto M (1, —1,2) e paralelo ao plano OXY. R: z=2

)
)
) Como se situam os pontos A(3,—-2,0), B(1,1,1) e C(1,—2,1) em relagdo ao plano 3x+5y—2z+1=107
)
5)

Deduza a equagdo do plano que passa pelo ponto M (4, —1,2), paralelo ao eixo OX e passa pela origem.
R: 2y+2=0
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11)

12)

13)
14)

15)

—
=)

NN
= O
- = = £

23)

24)

25)

26)
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Deduza a equagdo do plano que passa pelos pontos M(7,2,—3) e N(5,6,—4) e paralelo ao eixo OX.
R: y+424+10=0

Determine os pontos de intersecgao do plano 2x —y+ 32z —6 = 0 com os eixos coordenados. R: (3,0,0),
(Oa 767 O) € (07 Oa 2)

Componha a equagdo do plano que passa pelo ponto M (3,2,4) e que intersecta os eixos coordenados em
segmentos de igual medida.

Componha a equacgao do plano que passa pelo ponto M (1,2, —1) e é perpendicular ao vector 7 = {1,1,2}.

Dados os pontos M;(1,2,—1) e M5(0,3,1) componha a equagido do plano que passa pelo ponto M; e é
perpendicular ao vector MiMs. R: z—y—22—1=0

Escreva a equagao do plano que passa pelo ponto M(1,0,—1) e é paralelo aos vectores @ = 5i+k e
b=j—k. R: (F—i+k —i+5j+5k) =0

Componha a equagao do plano que passa pelos pontos M;(1,—1,2) e M5(3,0,—3) e é paralelo ao vector
a={2,1,-1}. Riz—-2y—3=0

Componha a equacdo do plano sabendo seus trés pontos A(1,-3,2), B(5,1,—4) e C(2,0,3).
Reduza para a forma normal a equacio v3(z — 1)+ (y +10++v3) =0. R: —(v3/2)x —y/2-5=0

Reduza para a forma normal a equagao (7, i+ \/2;—&— Ig) — 10 = 0 e determine os angulos que forma o seu
vector normal com os eixos coordenados. R: (7,i/2+k/2)—5=0, a=7/3, B=n/4, v =7/3

Calcule a distancia do ponto My(1,2,—3) até ao plano (7, 5i— 37 + l;) +4=0. R: 0

Escreva a equagao do plano que se encontra a mesma distancia de dois planos paralelos 3z+2y—2—3 =10
edr+2y—z—1=0. R: 3x+2y—2—-2=0

Determine o angulo formado pelos planos (7,3f —k) =0 e (7,2j + k) —1=0. R: /4

Estabeleca como estao situados entre si os planos V2x — y+3z+ V2 = 0, 2x — \@y +3vV224+2=0.
Estabeleca como estio situados entre si os planos (7,3i 4+ — k) +2 =0, (7,6i 4 2] — 2k) +3 = 0.
Estabelega como estao situados entre si os planos (7, 2+ 35 — E) +1=0, (7, i—j— E) +2=0.

Componha a equagao do plano que passa por M(—2,7,3) e é paralelo a (7, i— 4}4—5/2) —-1=0. R: (71—
47+ 5k) +15=0

Componha a equagao do plano que passa pelo ponto M (3,4,0) e é perpendicular a dois planos x + y +
52—9=0e2x+y+22+1=0. R: 3x—8y+2+23=0

Componha a equagdo do plano que passa pelos pontos M;(1,—1,—-2) e M>(3,1,1) e perpendicular ao
plano (7,i —2j —3k) —5=0. R: (F—i+j+2k 3j—2k)=0

Dada a recta
20 —3y—32—-9=0
r—2y+2+3=0

escreva-a na forma canénica. R: z/9=y/5=2+3

-

Uma recta é dada pela equagao 7 = i+ 2k + (217— j — E)t Escreva esta equagao na forma candnica.
R: (z—-1)/2=y/-1=(2-2)/ -1
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27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

Componha a equacdo da recta que passa pelos pontos Mj(1,—1,3) e My(1,1,—1). R: (x—1)/0 =
(y+1)/—-2=(2-3)/4

Componha a equagdo da recta que passa pelo ponto M(2,—1,0) e paralela ao vector § = {3,—5,1}.
R: (x—-2)/3=(y+1)/(-5)==2/1

Componha a equagao da recta que passa pelo ponto M (2,0,1) e paralela a recta x = —1+1t, y = 2+ 2¢,
z=—t. Rix=2+t,y=2t,2=1—1t

Calcule o angulo formado pelas rectas

z _y—1_ =z o 3z+y—52+1=0
1 -2 3 20 +3y—82+3=0. R: 71/2
1 -1 -2 2 _
Pela recta x—2|— S T = z 3 faca passar um plano, paralelo & recta il = % S 33.

Riz—y—24+4=0

Componha a equagao da recta que passa pelo ponto M(1,1,1) e perpendicular aos vectores §1 = 2;+3;+E
es$3=3i+j+2k. R: (z—-1)/5=(wy-1)/(-1)=(=z-1)/(=T7)

Verifique se o plano 42—8y+17z—8 = 0 pertence ao feixe de planos a(bx—y+4z—1)+3(2x+2y—32+2) =
0.
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7 Unidade VII. Programacao linear e de transporte

7.1 Introducao

Nesta unidade abordaremos o problema de programacao linear e de transporte. Além disso, veremos os métodos
Simplex, noroeste e do custo minimo.

7.2 Objectivos

No fim desta unidade didéctica o aluno sera capaz de:
1) Modelar problemas de programagao linear;
2) Resolver problemas de programacao linear pelo método Simplex;
3) Modelar problemas de transporte;

4) Resolver problemas de transporte usando os métodos noroeste e custo minimo.

7.3 Tarefas

Para esta unidade o estudante deverd desenvolver as seguintes actividades:
1) Assistir as aulas na internet sobre o a matéria.
2) Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados.

3) Resolver os exercicios do pardgrafo 7.4 desta unidade.

7.4 Exercicios

1) Esboce o semi-plano definido pela desigualdade 2z; + 3z2 — 12 < 0.
2) Esboce a regiao de solugoes do sistema de inequagoes:

zr—1>0, y—1>0, z4+y—3>0, 62+ Ty—42<0.

3) Esboce a regiao de solugoes do sistema de inequagoes:

120, T1+22-220, z1-22+1<0, 77 <2 %

4) Usando o método grafico, maximize a forma linear L = 2z1 + 2x2, sujeita as restri¢oes 3x1 —2z2+6 > 0,
31+ 22 —3>0, 21 <3. R: Ly, =21, para (z1,22) = (3,7.5)

5) Usando o método grifico, minimize a forma linear L = 12x1 + 4xo, sujeita as restrigdes © + xo > 2,

1
T > 30 %2 <4, 21 —29>0. R: Ly, =12, para (z1,22) = (0.5,1.5)
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6) Modele e resolva graficamente o problema seguinte: uma empresa pode fabricar dois produtos (1 e 2). Na
fabricagao do produto 1 a empresa gasta nove horas-homem e trés horas-mdquina (a tecnologia utilizada
é intensiva em mao-de-obra). Na fabricagdo do produto 2 a empresa gasta uma hora-homem e uma hora-
maquina (a tecnologia é intensiva em capital). Sendo x; e xo as quantidades fabricadas dos produtos 1
e 2 e sabendo-se que a empresa dispoe de 18 horas-homem e 12 horas-maquina e ainda que os lucros dos
produtos sao 4 e 1 respectivamente, quanto deve a empresa fabricar de cada produto para obter o maior
lucro possivel? R: mpa. = 13, para (z1,22) = (1,9)

7) Para manter a sua saide, uma pessoa necessita preencher certos requisitos de consumo didrio de diversos
tipos de nutrientes. Suponhamos, por exemplo, que apenas trés tipos de nutrientes sejam necessarios:
calcio, proteina e calorias. Suponhamos também que a dieta da pessoa em questdo consista apenas de
dois alimentos, carne e ovos, cujos pregos por unidade sao 6 USD e 2 USD, respectivamente. O requisito
minimo didrio de célcio, proteina e calorias é 20 unidades, 15 unidades e 10 unidades respectivamente.
Cada unidade de carne contém 10 unidades de calcio, 5 unidades de proteina e 2 unidades de calorias,
enquanto que cada unidade de ovos contém 4 unidades de célcio, 5 unidades de proteina e 6 unidades de
calorias. Modele o problema sobre a combinacao dos dois alimentos que satisfaz o requisito didrio e gera
o custo minimo. Escreva este modelo na forma matricial.

8) Dado o problema de programagéo linear

maximizar T =3x1 + 229 + dx3
sujeito as restrigoes 3r1+x9 <10
xro + 2563 S 6

21’1+£B2+£L‘3§8
L1, T2, xsZO

transforme-o na forma padrao e escreva o modelo na forma matricial.
9) Dado o problema de programagéo linear
minimizar C =221+ 629 + 223
sujeito as restrigoes Ty + 2x9 > 2
Iy +$2+3l’3 > 12
T1, T2, I3 2 0
transforme-o na forma padrao e escreva o problema na forma matricial.

10) Dado o problema de programacao linear

maximizar Z =100z + 200x2
sujeito as restrigoes 4xq 4+ 2x9 < 16
8581 + 8:62 S 16
2.%2 S 10
T1, T2 > 0

resolva utilizando primeiro o método grafico e depois o método Simplex. R: Z,,4, = 400 no ponto (0, 2)

11) Usando o método Simplex, maximize a fungdo objectivo do lucro m = 4x; + 3z5, sujeita as restriges
X1+ 22 <4, 201 +22 <6, 2, >0, i=1,2. R: e = 14 no ponto (2,2)
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12) Usando o método Simplex, maximize a fungdo objectivo do lucro m = 4a; + 3z5, sujeita as restrigoes
1+ 22 <5, 3w+ 222 <12, 2, >0, i=1,2. * R: mpes = 17 n0 ponto (2,3)

13) Dado o problema

maximizar T = 6x1 + 229 + bx3
2 31 1 10
sujeito as restrigoes 1 0 2 To < 8
1 2 5 T3 19
e x1, T2, v3 >0

resolva utilizando o método Simplex. R: 74, = 34 no ponto (4,0, 2)

14) Uma firma produz duas linhas de produtos, I e I, numa fabrica que possui trés departamentos de producao:
corte, mistura e embalagem. O equipamento em cada departamento pode funcionar durante 8 horas por
dia. O processo de producdo decorre do seguinte modo: a) O produto I é cortado e depois embalado.
Cada tonelada desse produto consome 30 minutos da capacidade de corte e 20 minutos da capacidade de
embalagem; b) O produto II é misturado e depois embalado. Cada tonelada deste produto consome 60
minutos da capacidade de mistura e 40 minutos de embalagem. Os produtos I e II sao vendidos aos pregos
USD 40 e USD 30 por tonelada, respectivamente. Estes tltimos valores sdo os lucros por tonelada. Modele
o problema e determine a combinacao de niveis de producao que a firma deve escolher para maximizar o
lucro total. R: mpmee = 760, (21,22) = (16,4)

15) Dado o problema

maximizar T =13z1 + 29
sujeito as restrigoes 201 + 29 < 6
41’1 + 3(E2 S 14
x1, x2 >0
formule o seu problema dual.
16) Dado o problema
minimizar C=0Q;1+3Q2

1 2 0 5
sujeito a restrigao 0 1 ( Ql > >\| 4
2 3 2 9

e Q1, Q22>0

formule o seu problema dual.

17) Passe para a forma dual e, usando o método Simplex, minimize a forma linear L = 2000x; + 1000x2,
sujeita as restricoes 3z + o > 40, 2x1 4+ 225 > 60, 1, 2 > 0. R: L, = 35000

18) Passe para a forma dual e, usando o método Simplex, minimize a forma linear L = 2x; + x5, sujeita as
restrigoes 3x; + xo > 3, 41 + 322 > 6, 11 + 229 >3, 11, w2 > 0. R: Ly, =12/5

19) Passe para a forma dual e, usando o método Simplex, minimize a forma linear L = 4z 4+ 1225 + 1823,
sujeita as restricoes x1 + 3x3 > 3, 2w9 +2x3 > 5, x1, T2, v3 < 0. * R: L,m = 36
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20)

21)

22)

23)

24)

25)

Usando o método Simplex, minimize o custo C = @1 + 4Q)2 sujeito as restrigoes ( ;) 3 > ( Q1 > >

8
(12> R: Chin =38

1 2 3
Usando o método Simplex, minimize C' = 12Q1 +42@Q)2 sujeito as restri¢oes 1 4 < 81 > >| 4
3 1 2 3

R: Chin =45

Em duas refinarias A e B encontram-se depositadas 150 e 90 toneladas de gasolina, respectivamente. As
estagoes de servico I, II e III precisam de 60, 70 e 110 toneladas de gasolina, respectivamente. O preco
de transporte, de uma tonelada de gasolina, da refinaria A para as estacoes I, I e III é 6, 10 e 4 USD,
respectivamente, e da refinaria B para as estagoes I, II e IIT é 12, 2 e 8 USD, respectivamente. Usando
os métodos noroeste e do custo minimo, faga o plano optimal de transporte de gasolina de modo que o
custo de transporte seja minimo. R: C = 1860, x1; = 60, x12 = 70, 15 = 20, x93 = 90 pelo método
noroeste e C' = 1060, x13 = 110, x1; = 40, z21 = 20 pelo método do custo minimo.

Em dois armazéns A e B estao armazenados 90 toneladas de farinha cada. As padarias I, IT e IIT precisam
das mesmas quantidades de farinha. O prego de transporte, de uma tonelada de farinha, do armazém
A para as padarias I, Il e III é 1, 3 e 5 USD, respectivamente, e do armazém B para as padarias I, II e
IIT é 2, 5 e 4 USD, respectivamente. Usando os métodos noroeste e do potencial, faca o plano optimal
de transporte de farinha de modo que o custo de transporte seja minimo. * R: C = 540, x1; = 60,
212 = 30, x9o = 30, x93 = 60 pelo método noroeste e C' = 540, x1; = 60, x12 = 30, z9o = 30, x93 = 60
pelo método do custo minimo.

Na reserva de trés estacgoes ferrovidrias A, B e C existem 60, 80 e 100 vagoes, respectivamente. Usando
os métodos noroeste e do potencial, componha o plano optimal de deslocagao destes vagbes para quatro
pontos de abastecimento de pao, se para o ponto I sao necessarios 40 vagoes, para o ponto II sao necessarios
60 vagoes, para o ponto III sao necessarios 80 vagoes e para o ponto IV sao necessarios 60 vagoes. O preco
de deslocacao de um vagao da estacdo A para os respectivos pontos de abastecimento é 1, 2, 3 e 4 USD,
da estacdo B é 4, 3, 2 e 0 USD e da estacao C é 0,2, 2 e 1 USD. R: C = 420, x11; = 40, z15 = 20,
Tog = 40, x93 =40, x33 = 40, x34 = 60 pelo método noroeste e C = 280, x12 = 60, x23 = 20, x24 = 60,
x31 = 40, x33 = 60 pelo método do custo minimo.

Uma fabrica possui trés sectores de producao A, B e C e quatro armazéns I, II, IIT e IV. O sector A
produz 30 000 pegas, o sector B produz 40 000 pegas e o sector C produz 20 000 pegas. A capacidade
dos armazéns é 20 000 pecas para o armazém I, 30 000 pecas para o armazém II, 30 000 pecas para o
armazém IIT e 10 000 pecas para o armazém IV. O preco de transporte de A para os armazéns I, II, I e
IV é 2, 3, 2 e 4 USD por cada mil pecas, de B para os armazéns I, II, [Tl e IV é 3, 2, 5e 1 USD e de C
para os armazéns I, I, [Tl e IV é 4, 3, 2 e 6 USD. Usando os métodos noroeste e do potencial, componha o
plano optimal de transporte das pecas de modo que os custos sejam minimos. ¥ R: C =290, z1; = 20,
T2 = 20, Tz = 20, I33 = 10, T34 = 10 pelo método noroeste e C = 210, 13 = 307 T2 = 30, Tog4 = 107
x31 = 20 pelo método do custo minimo.
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8 Unidade VII. Linhas de segunda ordem

8.1 Introducgao

Nesta unidade estudaremos as propriedades geométricas da elipse, hipérbole e pardbola, que representam linhas
resultantes da interseccao do cone com o plano que nao passa pelo seu vétice. Estas linhas frequentemente
encontramos em diversas questoes da ciéncia. Por exemplo, o movimento dum ponto material sob influéncia
dum campo central duma forca de atraccao decorre segundo uma dessas linhas.

8.2 Objectivos

No fim desta unidade didéctica o aluno sera capaz de:
1) Determinar as equagoes candnicas da elipse, hipérbole e pardbola;
2) Investigar a forma da elipse, hipérbole e pardbola a partir das suas equagdes candnicas;

3) Reduzir a equagao geral duma linha de segunda ordem para a forma canénica.

8.3 Tarefas

Para esta unidade o estudante devera desenvolver as seguintes actividades:

1) Assistir as aulas nos sitios:
hitp : / Jwww.youtube.com/watch?v = TSQI49vA35g
http : / Jwww.youtube.ng/watch? = PySiSQ2hDe8

2) Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados.

3) Resolver os exercicios do pardgrafo 7.4 desta unidade.

8.4 Exercicios
1) Reduza & forma canénica a equacio da circunferéncia 22 +y%+22—10y+1=0. R: (2+1)2+(y—5)%> =25
2) Que linha define a equagao 22 + y? + 10x — 4y +29 =0? R: Ponto (—5,2)

3) Escreva a equagdo da circunferéncia que passa pelos pontos A(0,2), B(1,1) e C(2,-2). R: 22 +y?+
6r+4y—12=0

4) Escreva a equagao da tangente a circunferéncia #? + y? =5 no ponto M(1,-2). R: z—2y—5=0

5) Escreva a equagao da circunferéncia x?+2z+y? —6y—6 = 0 na forma paramétrica. R: x = —1+4cost,
y=3+4sint, onde 0 <t < 27w

6) Escreva a equagdo da circunferéncia z? 4+ y? = ax no sistema de coordenadas polares. R: p = acos#,
onde 0 <60 < 2w

7) Dada a equagdo da elipse 2522 + 169y? = 4225, calcule o comprimento dos seus semi-eixos, determine as
coordenadas dos focos. R: a =13, b=5, Fi(0,-12), F»(0,12), e =12/13, x = £169/12, d = 169/6
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)
19)
20)

21)

22)

23)
24)
25)

Escreva a equagao candnica da elipse simétrica em relagao a origem do sistema coordenado, cujos focos
se encontram no eixo das ordenadas e cuja distancia entre as directrizes € igual a 9 e a distancia entre os

focos 6 4. R: (22/5)+ (y*)/9=1

2 2
Determine a condigao para a qual a recta Ax+ By+C = 0 é tangencial a elipse x—Q + 32—2 =1. R: A%+
BQbZ — 02 a
22 g2
Escreva a equagao da tangente a elipse = + 3= 1 no ponto M(-1,3/2). R: z—2y+4=0

Dada a equacdo da hipérbole 722 — 9y? = 63, calcule o comprimento dos semi-eixos, as coordenadas dos
focos e a excentricidade. R: a=3, b=+T7, c=4, F1(0,-4), F»(0,4), e =4/3

Escreva a equagao da hipérbole cujos focos se encontram no eixo OY simetricamente em relagdo a origem
do sistema coordenado e a distancia entre as directrizes é 8, a excentricidade ¢ v/5/2. R: (—22/5) +

(y*/20) =1
2,2

Pela hipérbole %f% = 1 passe uma tangente ao ponto M(2,0). R: 3z4+2y—6=0 ¢ —3z+2y+6=10

2 2
Pela hipérbole % Y 1 passe uma tangente ao ponto perpendicular a recta z —2y = 0. R: y =

6
—9z + /54

Determine as coordenadas do foco e a equacdo da directriz da pardbola y? = 8z. Calcule o comprimento
do raio focal do ponto M(2,4). R: p=4, F(2;0), 2 =-2, r=4

Escreva a equagao da pardbola simétrica em equagao ao eixo OY com centro na origem do sistema
coordenado e que passa pelo ponto B(1,-2). R: 2% = —y/2

9
Na parabola y? = ?x determine o ponto que se encontra a uma distancia d = 9,125 até a directriz.
R: (8,6) e (8,—6)
Pelo ponto M (5,—7) passe uma tangente & pardbola 32 =8z. R: z+y+2=0 ¢ 20 +5y+25=0
Pela parabola y? = 12z passe uma tangente paralela a recta 3z —y+5=0. R: y=3x+1

Classifique a equacdo 4x? + 9y? — 40x + 36y + 100 = 0, reduza-a & forma candnica e esboce a linha.
R: Elipse

Classifique a equacdo 4z? — 25y% + 50y — 242 + 89
R: Hipérbole

0, reduza-a a forma canonica e esboce a linha.

Classifique a equacio 922 — 16y? — 362 + 32y + 20
R: Hipérbole

0, reduza-a a forma candnica e esboce a linha.

Classifique a equacdo 4y® — 8y — 2z — 1 = 0, reduza-a & forma candnica e esboce a linha. R: Pardbola
Reduza a equacio z2 + 2xy + y? — 3z — 6y + 3 = 0 & forma canénica e classifique a linha. R: FElipse

Reduza a equacio 4x? — 4xy + y?> + 42 — 2y + 1 = 0 & forma canédnica e classifique a linha. R: Par de
rectas coincidentes
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9.1

ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA ANALITICA-Unidade VIII. Superficies de segunda ordem

Unidade VIII. Superficies de segunda ordem

Introducao

Nesta unidade abordaremos a no¢ao e principais tipos de superficies de sequnda ordem. Além disso, mostraremos
os métodos de investigacao de tais superficies.

9.2

Objectivos

No fim desta unidade didéctica o aluno sera capaz de:

1)
2)

3)

9.3

Determinar as equagoes canoénicas da elipséide, hipérboldide, paraboléide, cone e cilindro;

Investigar a forma da elipséide, hipérboldide, paraboldide, cone e cilindro a partir das suas equacoes
canonicas;

Reduzir a equacao geral duma superficie de segunda ordem para a forma candnica.

Tarefas

Para esta unidade o estudante devera desenvolver as seguintes actividades:

)

Assistir as aulas nos sitios:
http = / Jwww.youtube.com/watch?v = BOC1xV8l — gs
hitp : [ Jwww.youtube.com/watch?v = ulvlmMTcPV M

Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados.

Resolver os exercicios do pardgrafo 8.4 desta unidade.

Exercicios

Determine as coordenadas do centro e o raio da esfera dada pela equacio 22 +y?> + 22 —x+2y+1=0.
R: (1/2,-1), R=1/2

Componha a equagao da esfera que passa pelos pontos A(1,2,—4), B(1,-3,1) e C(2,2,3) e cujo o centro
se situa no plano XOY. R: (z+2)2+ (y—1)2+922 =26
Classifique a superficie dada pela equacio x2 + y2 = 4.

2 2
Classifique a superficie dada pela equagao % + %6 =1

Classifique a superficie dada pela equacdo 2% —y% = 1.
Classifique a superficie dada pela equacdo y? = 2z.

Qual o sentido geométrico da equacio a2 +4y? +922+12yz+6xz+4ry —4r —8y—122+3 =07 R: Par
de planos

Reduza & forma canénica a equacao da superficie 422 + 9y? + 3622 —8x — 18y — 722 +13=0. R: (z—
D?/9+(y—1)?2/4+ (- 1)* =1
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9) Reduza a forma canénica a equagao da superficie 72 —y? —4r+8y—22 = 0. R: (z—2)2—(y—4)? = 2(2—6)

10) Reduza & forma canénica a equagao da superficie 422 — y? +42% —8x +4y+82+4=0. R: 4(x—1)2—
(y—2*+4(z+1)*=0

2 2 2

x z

11) Mostre que o elipséide — + ?;—2 + — =1 admite a forma paramétrica
a c

r =acosusinv, y=bcosusinv, z=csinu.

2 2 2
+L 2 o,

12) Determine o corte cilindrico do hiperboléide —
a b2 2



